HASABOK STABILIS USZASA*

VERMES MIKLOS

Archimedes torvénye megszabja, hogy egy szilard test uszaskor térfogatanak milyen
hanyadaval meriil a folyadékba, de nem adja meg, hogy milyen helyzetben tszik.
Koztudomasu, hogy egy lapos lemez uszaskor nagyfeliiletii lapjaval vizszintesen helyezkedik
el. Ezért meglepd, hogy az alabbi szamitdsok bizonyitéka szerint olyan stabilis uszasi helyzet
is lehetséges, amikor az usz6 hasab nagyobb feliiletli lapja fiiggdleges helyzetii.

Az ftszasi helyzetek stabilitdsdit a metacentrum elhelyezkedése alapjan szoktak
megitélni. Most egy mas eljarast kovetiink: a folyadék és az isz6 test egyiittes sulypontjanak
legmélyebb helyzetét keressiik.

Igen hosszl, d; striiségli folyadékon téglalap keresztmetszetl, d, slriiségi, igen
hosszii hasab uszik (1. 4bra). A téglalap vizszintes oldala 2a, fliggéleges oldala 2b
hosszlisagn. Legyen minden esetben a > b. Uszaskor a
téglatest sulypontja (S) 2 mélységben van a felszin alatt.

V| A folyadékbol kihasitunk  vizszintesen 4a,
- ' fliggblegesen 2a méretli, téglalap keresztmetszetii részt,
amelynek tengelye parhuzamos az usz6 hasab tengelyével
¢s vele egyezd hossziisdgi. Ennek a folyadékrésznek a
rajta uszo6 hasabbal egyiitt 2 az egyiittes sulypontja, amely
s mélységben van a folyadék felszine alatt. Az 10sz6
haséabot gondolatban a szdggel forgatjuk el a vizszintesen,
a rajz sikjara merdlegesen fekvd igen hosszu tengelye
1. abra. koriil gy, hogy 1Usz6 éallapotban maradjon ¢és
A hasznalt jeldlések feltiintetése megvizsgaljuk, miként fiigg 2 ko6z6s sulypontjuk s
mélysége az o elforditasi szogtdl. Ennek a fiiggvénynek a

vizsgalata ad feleletet a stabilitas kérdésére.

Elészor az Usz6 hasab S stlypontjdnak a felszin alatti mélységét kell kiszamitani. A
hasab sulyat egyenldvé tessziik a kiszoritott folyadék sulyaval:

2a-2b-d, = a(GD + EF) -d\ = 2-IK-a-d; = 2a(b + h/cosa) “d;.
Innen a hasab sulypontjanak mélysége:

h:{Zﬁ—lj-bcosa. (1)
d,

Ha a hasabot mindig nagyobb szoggel billentjiik el, baloldali felsé éle egy bizonyos a;
sz0g esetében a folyadék felszinére keriil. Ennek feltétele:

h+asina = .
cosa
Ebbdl (1) figyelembe vételével kovetkezik a hasab helyzetének elsé hatarszoge:
tga, = 2—b(l — ﬁ] (2)
a d,

o tovabbi novelésekor (2. abra) csak a hasab felsé ¢éle emelkedik ki a folyadékbol és az 1j
helyzetnek megfeleléen 0j szamitast kell végezni. Ebben az esetben az iszas torvényébdl
levezethetd, hogy:

h:asina+bcosa—2\/ab(1—d2/dl)sin2a. 3)




Egy tovabbi hatarhelyzetben a jobboldali also ¢l érinti a felszint:

b
tea, =——. 4
S = =4, /d) ¥
Ettdl kezdédden o = 90°-ig a hasab stlypontjanak mélységét (1)-hez hasonldan a
h =(2ﬁ—1}lsina (5)
d,

képlet adja meg.

ooed

2. abra. Kiilonb6z0 uszasi helyzetek

A stabilitas kérdésére az s egyiittes stlypontmélység viselkedése adja meg a feleletet. s
meghatarozasa céljabol a nyomatékok tételével egyesiteni kell az 1sz6 hasab és a figyelembe
vett térfogatrészben levd folyadék stlypontjat. Az elemi, de hosszadalmas szamitasok
eredménye:
o= 0° és oy kozott:

2
s=a—l~ﬁ 1—ﬁ -d—cosa—i-tgasina, (6)
2 d, d ) a 24

o és ap kozott:

s=a- 1—ﬁ -i-(asina+bcosa)+% 1—ﬁ ab 1—ﬁ sin2a, (7
d, ) 2a 3a d, d,

o s o= 90° kozott:

3
s:a—l-ﬁ 1—ﬁ bsina — b sctgacosa. (8)
2 d, d, 24a

Mindezek a képletek akkor érvényesek, ha d»/d, > 0,5. Ha d»/d, < 0,5, akkor valamennyi
képletiinkben d»/d; helyébe 1 — d»/d; teendd.

Képleteink sokkal attekinthetébbek, ha minden hosszisagot a-val mériink ¢és a
kévetkez6 viszonyszamokat hasznaljuk:

Do S Mo tovabba L =5, 9)
a a a d,
Ezeket a mennyiségeket hasznalva az usz6 hasab helyzetének hatarszogei:
ha 0 < 0,5, akkor tga, = 25, tga, = &/20
ha 0> 0,5, akkor tg o; =2(1 —9) &, tgap =&/2(1 —0). (10)
Az egyesitett sulypontmélység a = 0° és a; kdzott:
1 1
c=1-=-8(1-7) & cosa ——tgasina, 11
50(1=0)-¢ Yk (11)
o €s ap kozott, ha 6 <0,5:

0':1—%§§(sina+§cosa)+§5§w/§.§sin2a, (12)

(ha > 0,5, akkor ebben ¢ helyébe 1 — o teend?),
végiil a, és a = 90° kozott:



0=1—%5(1—5)-§-sina—i§3ctgacosa. (13)

Lathat6, hogy minden olyan kisérletpar ugyanarra az eredményre vezet, amelyben a d-k értéke
0,5-hez képest szimmetrikus, példaul az egyik kisérletben 0,2, a masikban 0,8. Ilyen
esetekben o-nak o-t6l vald fiiggése ugyanaz, s6t a hasab kiilon sulypontjanak y = h/a
mélysége is ugyanaz, csak ellentétes eldjelli, vagyis S a felszin felett van. Ha 0 = 0,5, akkor
tgay = tg o = tg a2 = ¢ €s az a; — o kozotti teriilet eltiinik, y pedig mindig 0. Valéban, ha a
hasab stirlisége a folyadék siirliségének a fele, akkor a hasdb sulypontja mindig a felszin
magassagaban marad és a hasab két ellentétes éle egyszerre 1épi at a felszint.

. Az 0széasi helyzet stabilitdsanak eldontése céljabol meg kell
f:—fﬂ"' vizsgalnunk, miként fiigg o egyesitett sulypontmélység o elforgatasi
| 5 szOgtdl (3. é&bra). o-t fiiggllegesen lefelé mérjiikk fel. Az egyesitett

: sulypont ¢ mélysége tulajdonképp az egész berendezés helyzeti

energidjanak a mértéke. Altalaban azon a szog mellett jon létre

egyensulyi helyzet, amelynél do/da nulla, ugyanis ekkor a hasabra hato

er6k ereddje nulla. Azonban ez az egyensuly csak akkor stabilis, ha a

_ 3.dbra. sulypont a szomszédos a-kal jellemzett helyzetekhez képest a

A silypont mélység  jeomelyebben van. Ennek feltétele, hogy d’o/do’ negativ legyen. K.

figgése Heinold figyelmeztet arra cikkében [1], hogy tobbféle stabilis helyzet is

lehetséges, kiillonbozd sulypontmélységekkel, amelyeket egy bizonyos helyzethez tartozo
labilis egyensulyi allapot hatarol el.

A lehetséges esetekrdl jo attekintést kapunk, ha a lehetséges %
kisérletek adatait d, ¢ koordinatarendszerben tiintetjiik fel (4. dbra). rt-—---=-----=-+
Ennek egységnyi oldalhosszusagl négyzetében minden pont egy-egy o,
¢ értékparral meghatarozott kisérletet jelent.

Az egyensily megkeresésé¢hez az elsé differencidlhanyados
sziikséges. (11), (13) differencialasainak eredménye: 0° és a; kozott:

gl

do [1 17]. 1. v 1
—=|=6(1-06)& —— |sina ——sinatg’ a, 14
da [2( e 12} 24 8 (14) 4 dbra
A — ONOC bttt A Kkisérlet adatait
o €és o= 90° kozott: 2 feltiintetd
do __ l5(1 —5)— s cosa + 1, £ cosactg’ a. (15) koordindtarendszer
do 2 12 24

(14) és (15) mutatja, hogy a = 0°-nal és o = 90°-nal feltétleniil van valamilyen egyensulyi
helyzet. Az egyensily mindségének megvizsgalasara a masodik differencidlhanyadosra van
sziikség: 0° és a; kozott:

d’c [1 , 1 1 : 2
=|=0(1-0)¢" —— |cosa——tgasina(3+2tg" a), 16
J |2 (1-0)¢ 12} 248 ( g a) (16)
o €s 90° kozott:
d’c |1 e &£ ,
=|=0(1-0)—=-|Esina —=—ctgacosa(3+2ctg” &). 17
i’ |2 (1-9) 12}5 e ( g a) (17)

Stabilis egyensulyi helyzethez az sziikséges, hogy a masodik differencialhanyados ne legyen
pozitiv. a = 0° esetében (16) szerint ennek a feltétele:

66(1 — )& <1,
vagyis a 4. abra koordindtarendszerében ¢ nem kertilhet a

1
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negyedfoku fiiggvény gorbéje f6l€. Ami az o = 90°-o0s helyzetet illeti, a (17) szerinti masodik
differencidlhanyados akkor lesz nem pozitiv, ha

6(1 -0)& <&,
vagyis a 4. abran ¢ nem kertilhet a
E=,60(1-0) (19)
ellipszis ive ala.

Ezek utin kovetkezOképp tekinthetjilk 4t a lehetséges eseteket. A 4. ébra
koordinatarendszerébe belerajzoljuk (18) negyedfoku fliggvény és a (19) ellipszis iveit (5.
abra). Ezaltal az egységnyi oldalhosszsagi négyzet hdrom
tartomanyra esik szét. 0 W

!
i om ay
' | ]

.

5. abra
A kiilonbo6z6 esetek attekintése

I. Ha a kisérlet feltételeit abrazold o, &-pont ebbe a
teriiletbe esik, akkor csak az az uszasi helyzet stabilis,
amikor a nagyobb teriiletli feliilet vizszintes. Ebbe a
tartomanyba beletartozik a fels6 hatargérbe, de nem tartozik
bele a két sz&ls6 hatarold gorbe.

II. Ha a kisérlet feltételeit abrazold o, &-pont ebbe a
terliletbe esik (beleértve a hatarold gorbét), akkor az a = 0°-hoz és az a = 90°-hoz tartozd
mindegyik helyzet stabilis.

III. Ha a kisérlet feltételeit abrazold o, &-pont ebbe a 6. dbra
terliletbe esik (a hatdrold gorbét nem beleértve), akkor az Példa az 1. szerinti esetre
usz6 hasabnak csak olyan helyzete stabilis, amikor egyik ¢le
van feliil.

Lassunk egy-egy példat mindegyik esetre.

I. 0 = 0,75, £ = 0,6, tehat a révidebb méret a hosszabb méret 3/5 része ¢€s slriisége a
folyadék siirliségének 3/4-e. A 6. 4dbra mutatja az egylittes sulypont mélységét, mint a
helyzetet jelz6 o szog fiiggvényét. A masodik gorbe a hasab kiilon sulypontjanak a
helyzetvaltozasat tiinteti fel. Az egyetlen stabilis helyzetben a nagyobb teriilett lap vizszintes
helyzetli. A hatarszogek a; = 16°42' és ap = 50°12'. Ez az eset fordul eld a legtobbszor és
ezért ez a legismertebb.

II. 0 = 0,95, £ =0,8, tehat a metszet alakja kozeledik a négyzethez és a hasab stirlisége
majdnem eléri a folyadékét (7. dbra). Most mindkét sz€lsd helyzet stabilis. Az a = 0°-hoz
tartozd esetben az eredd sulypont mélyebben van, mint a = 90°-nél, de ennek ellenére az a =
90°-hoz tartoz6 egyensulyi helyzet is stabilis. A két teriiletet a kb. o = 56°-hoz tartoz6 labilis
egyensuly valasztja szét. Ezt a szdget kozelitd szdmitassal kell meghatdrozni, mert (12)
differencidldsa magasabb foku egyenletre vezet. Az 56°-nal nagyobb szogii helyzetben az



allo, kisebbnél a fekvo helyzetbe billen at a hasab. A hatarszogek o, = 4°34' és a, = 82°52'. A
II. csoportba tartoz6 magatartdst plexihasaboknal figyelhetjik meg, ha tomény fixirso
oldatokban vagy higanyon usztatjuk azokat.

.

7. dbra 8. dbra
Példa a II. szerinti esetre Példa a III. szerinti esetre

. 6 = 0,5, £ =0,9, tehat majdnem négyzet alapii hasab uszik feles siliriiségi
folyadékon. A hasdb sulypontja allanddéan a felszin magassagaban van, a két hatarszog
egybeesik: o) = ap = a2 = 42°00". Az o = 0°-hoz és az a = 90°-hoz tartozo két egyensulyi
helyzet egyardnt labilis, viszont ag = 33°15'-nél stabilis az egyensulyi helyzet ugy, hogy az
egyik €l van feliil. Ez a helyzet pontosan megallapithat6, mert 0° és a; kdzott vagyunk és (14)

differencialhanyadost 0-val egyenl8vé téve azt kapjuk, hogy tga,, = /3> —2. (8. 4bra)
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